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・はじめに 
空間中で運動する剛体の3次元運動パラ
メータの推定、あるいは静止した対象物体
を、移動して撮影するカメラの外部パラメ
ータの推定は、コンピュータビジョン分野
や画像処理分野において最も重要な研究
テーマの一つであり、様々な研究やアプリ
ケーションの基礎として注目されている。
そのような問題に対して、近年低コストで
高精度、かつロバストな推定方法が提案さ
れた。 
特に、対象物あるいはその一部が平面に
近似できる場合に、運動前後において、対
象物上の対応する特徴点の間で「ホモグラ
フィ」（Homography）という線形対応関係
を 用 い た 「 ホ モ グ ラ フ ィ 分 解 法 」
（Homography Decomposition）という 3次
元運動パラメータの線形推定法が提案さ
れている。この方法は実装しやすく、計算
コストが低く、推定精度が比較的高いので、
幅広い分野でよく使われている。 
この方法には、Faugeras の手法 1)と、
Zhangの手法 2)がよく知られている。特に、
Zhang の手法は、効果的なカメラキャリブ
レーションの手法として広く使われてい
る 3)。 
しかしながら、Faugerasの手法や、Zhang
の手法は、いずれも理論的に複数解が生じ
る。すなわち、運動前後の 2枚の画像から
3次元運動パラメータを推定すると、推定
結果は最低二通りの解が残るということ
である。これは「ホモグラフィ分解法」で
生じる「解の曖昧性」という問題である。
この問題を解決するため、Zhangの手法で
は3枚以上の画像から2枚ずつ組み合わせ
て、共通解を探すことが行われる。一方、
非線形な手法で偽の推定結果を排除する
手法 3)も解決方法の一つである。 
本稿はホモグラフィ行列の算出から、ホ
モグラフィ分解法のアルゴリズムと解の
曖昧性という問題まで、ホモグラフィ分解
法に係る3次元運動パラメータの推定手法
について解説する。 
 
・ホモグラフィとは？ 
3 次元運動パラメータとは、対象物が空
間中での回転を表す3次元回転行列Rと並
進移動を表す 3次元並進ベクトル tを意味
する。実際の状況では、1台の固定カメラ
を用いて対象物が動く場合、対象物を固定
し１台のカメラが動く場合や、対象物の周
りに複数のカメラを固定して撮影する場
合など、様々な状況がある。 
第１図は、動く対象物を固定カメラで撮
影する場合であり、最も簡単なモデルであ
る。移動前の対象物を Π1とし、Pは Π1上
の任意の特徴点である。その後、Π1 は空
間中で、回転行列 Rにより回転し、並進ベ
クトル tにより並進移動する。移動後の対
象物を Π2とすると、Π2上の点 Qは Pの移
動後の点である。故に、運動前後の特徴点
Pと Qの対応関係は式（１）で表すことが
できる。 
tRPQ +=    （１） 
ここで、Rは 3×3 行列で x、 y、 z軸
周りの3つの回転角から計算することがで
きる。 tPQ ,, は ),,( zyx 成分からなる 3次
元ベクトルである。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
第１図 １台の固定カメラと３次元運
動する物体のモデル 
 
平面物体の場合の３次元運動の透視投
影の幾何関係を第２図に表す。第２図中、
カメラを原点 O とし、運動前後の対象物
平面をそれぞれ Π1と Π2とする。Π1と Π2
はそれぞれ画像平面（Image Plane）上に
π1と π2として写る。P と Q は運動前後で
対応している対象物上の特徴点であり、p
と q が画像上で対応している特徴点であ
る。 
第２図において、Π1 の法線ベクトルを
ｎとすると、平面 Π1からカメラ原点 Oま
での距離 dは式（２）の内積で表すことが
できる。 
dt ==⋅ PnnP   （２） 
式（２）より、式（３）となる。 
1=
d
t Pn
    （３） 
式（３）を式（１）に代入すると式（４）
となる。 
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第２図 平面対象物の３次元運動の透
視投影幾何関係（fは焦点距離） 
 
ところが、透視投影幾何関係によって、
対象物上の特徴点と画像上の特徴点の間
で、 f
Q
f
P zz
QqPp == , という対応
関係があるので、運動前後に撮った二枚の
画像上の特徴点の対応関係は式（５）で表
すことができる。 
ptnRq 



+=
d
t
α
  
（５） 
ここに、Pzと Qzはそれぞれ Pと Qの Z座
標であり、
z
z
Q
p
=α はスカラーである。 




+
d
ttnR は行列であり、３次元運動前
後に取得した二枚の画像上の対応してい
る特徴点座標の線形的な対応関係を表し
ている。この行列を「ホモグラフィ行列
（Homography Matrix）」と呼び、Hと表記
する。 


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
+=
d
ttnRH
   （６） 
すなわち、対象物上の特徴点が３次元運動
前後に画像上に写る点の関係は、Hによっ
て式（７）で表現できる。 
Hpq =α    （７） 
 
・ホモグラフィ行列の算出 
ホモグラフィ行列 H は 3×3 の行列であ
り、算出するためには、最低四組の対応す
る特徴点の情報が必要である。 
pi と qi はそれぞれ３次元運動前後で画
像上に写った、Piと Qiに対応している特
徴点座標とすると、式（７）によって、 
iiiα Hpq =     （８） 
が成り立つ。αiは対応する特徴点の Z座標
の比であるので、特徴点によって異なる。
従って、同じ平面物体であっでも、特徴点
によって、ホモグラフィ行列 Hが変わる。
すなわち、定数倍の自由度が存在する。そ
こで、まず正規化ホモグラフィ行列 H0を
求める。 
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H0と Hは定数倍の関係がある。 
0HH ⋅= δ          （１０） 
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







=








=








=








=
11
,, y
x
qy
x
p
Z
Y
X
Z
Y
X
q
q
p
p
Q
Q
Q
P
P
P
ωω qpQP  
とすると、式（９）と合わせて、式（８）
の対応関係は 
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となる。従って、n組の特徴点が得られた
場合には、 
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の線形方程式が得られる。この方程式を解
くと、H0を求めることができる。ただし、
変数の数( 1h ～ 8h )より式の数2nが多い場
合は、最小自乗法で解 H0を求める。 
実際のプログラミングにおいて、４組の
画像上対応する特徴点を用いて H0を求め
るライブラリが数多くある。例えば、
OpenCVの「cvGetPerspectiveTransform」と
いう関数はその一つである。 
 
・ホモグラフィ分解法による３次元
運動パラメータの推定 
現在、主な 3次元運動パラメータの線形
推定法は、ホモグラフィ行列を分解し、３
次元回転行列 R、３次元並進ベクトル tと、
運動前の物体平面 Π1の法線ベクトル n を
求める手法である。所謂「ホモグラフィ分
解法」である。現在、よく知られている「ホ
モグラフィ分解法」には二つの方法がある。
一つは 1988年に Faugerasが提案した手法
であり、他の一つは 1996年 Zhangが提案
した手法である。 
Faugerasの手法は、特異値分解（Singular 
Value Decomposition、SVD）法を使って、
ホモグラフィ行列 H と３次元回転行列 R
をそれぞれ分解する。この手法は従来の手
法より実装し易いと言われ、代表的なホモ
グラフィ分解法の一つである。 
Zhangの手法と Faugerasの手法との共通
点は、共に特異値分解（SVD）法を使って
いる点にある。しかしながら、Zhang の手
法は行列の固有値と特異値の基本関係に
基づいて方程式を立て、３次元運動パラメ
ータを求める。すなわち、Zhangの手法で
は、ホモグラフィ行列 H を一回のみ分解
し、その分解結果を用いて３次元運動パラ
メータが算出できる。故に、Zhangの手法
は Faugeras の手法に改良が加えられた便
利な方法である。 
本稿は、最も一般的な条件に基づいて、
Zhangのホモグラフィ分解法による３次元
運動パラメータの推定方法の導出とアル
ゴリズムを紹介する。 
まず、表記の容易さのために、下記三つ
の記号の置き換えをする： 
d
t
def tRt =0         （１３） 
0,00
2 >⋅= kk tt （１４） 
0tn ⋅=
def
m          （１５） 
式（１３）を式（６）に代入すると、 
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ホモグラフィ行列が式（１６）のような形
になった。ここで、直交行列の性質
tRR =−1 を用いた。 
次に、式（１６）より行列 HtHを算出す
る。 IRR =t (単位行列)より次式となる。 
tttt k nnntntIHH 200 +++=   （１７） 
ここで注意すべきは、行列 HtHは対称行列
であり、固有方程式 
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を解いて固有値を求めると、「二番目の固
有値は必ず１である」ことである。すなわ
ち、 321 1 λλλ >=> である。 
 さらに 12 =λ を固有方程式に代入し、対
応する固有ベクトルを求める。 
ntv ×= 02     （１８） 
ここで×は外積であり、ベクトル 2v はベ
クトル 0t と nに直交している(第３図参
照）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
第３図 2v 、 0t とnの関係 
 
行列 HtHは対称行列なので、3つの固有
ベクトルは互いに直交する性質がある。従
って、他の二つの固有ベクトルは 
ntv ba, += 031   （１９） 
のような形に仮定すれば良い。これは、ベ
クトル 3,1v が 0t と nで作る平面上にある
ことを意味するので、 23.1 vv ⊥ となる。一
方、固有値と固有ベクトルの間で、 
( ) iiit vvHH λ=  
を満足するので、式（１７）と式（１９）
を上式に代入すると、 
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を得る。ここで、λ1,3は HtHの一番目と三
番目の固有値を指す。式（２０）から次の
関係が得られる。 
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0t
n  
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（２１） 
式（２１）から λ1, 3を消去すると次の二
次方程式になる。 
( ) 01 2222 =−⋅+⋅+ babkakm   （２２） 
さらに、bを既知として、二次方程式を解
くと aが求まる。 
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+
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   （２３） 
式（２３）を式（２１）の上の式に代入す
ると、λ1と λ3を k と m で表示すること
ができる。 
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さらに、式（１９）から次式が得られる。 
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これから表記の単純化のため、下記二つの
置き換えをする： 
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以上により、式（２４）と式（２５）は次
式となる。 
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（２８） 
これまで、固有ベクトルの基本的性質から、
行列 HtH の一番目と三番目の固有ベクト
ルを求めた。 
一方、運動前後で取得した二枚の画像か
ら得られるホモグラフィ行列 H がわかれ
ば、特異値分解(SVD)によって、行列 H
の三つの特異値と二組の特異ベクトルが
得られる。 
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（２９） 
実は行列 H の右特異ベクトル V は行列
HtHの固有ベクトルであり、Hの特異値は
HtHの固有値の平方根（ 2ii ρλ = ）である。 
 
 
 
 
 
 
次に、 211 ρλ = と 233 ρλ = を式（２４）に
代入し、mと kの方程式を解くと、 


−=
−=
131
31
ρρm
ρρk
         
（３０） 
の解を得る。 
一方、SVDにより得た三つの右特異ベク
トル vi*は既に正規化したベクトルであり、
ノルムが１である。式（２８）で得た二つ
の固有ベクトル v1と v3が v1*と v3*と同じ
方向を示しているが、正規化されていない
ので、 
( ) ( )
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【補足】 ( ) ttttt VVΣVUVUHΗ 2=ΣΣ=  
より 2VΣHVH =t  となり、Vは行列
HtHの固有ベクトルであることがわかる。 
とノルムを計算し、v1 と v3 の正規化を行
う： 
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第４図 Zhang の手法のアルゴリズムの
流れ 
 
式（３３）と式（３４）にある φ と μ、
θと σ、v1*と v3*は既知であり、未知のパラ
メータは３次元運動パラメータ t0とnのみ
である。さらに、他の制約条件がない限り、
v1*と v3*の向きは決められないので、二組
の正と負を組み合わせると、四組の方程式
を得る。これらの方程式を解くと、最終的
に下記の四組の解を得る(符号は複合同順)。 
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（３５） 
また、一組の解に対して、式（１６）の逆
計算によって、３次元回転行列 Rを求める
ことができる。 
1
0 )(
−+= tntIHR   （３６） 
結果的に、他の制約条件がなければ、Zhang
の手法によって、推定結果は４通り生じる。 
実際のプログラミングでは、Zhangの手
法のアルゴリズムは第４図のようになる。 
 
・解の曖昧性の問題 
何の制約条件も使わなければ、ホモグラ
フィ分解法による３次元運動パラメータ
推定では、複数解が得られる。例えば、
Zhang の手法では，式（３５）のように、
解が四組得られる。第５図はその推定した
四つの法線ベクトルの状況を表している。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
第５図 推定した四つの法線ベクトル
の状況 
 
ところで、実環境を考えると、「真の解 n
は必ずカメラの光軸方向と同じ向きであ
るべき」という自然な要求がある。すなわ
ち、任意の特徴点 P に対して、 0>⋅nP を
満たすことを意味する。これは「解の現実
性」という制約条件である。しかしながら、
画像上特徴点から H0を求める 
H0を特異値分解し、 '2ρ を１とする。
（ 'ρδ 2/1= ） 
H0の特異値 '3,1ρ よりHの特異値 3,1ρ
を求める。なお、右特異ベクトル V*
はHtHの固有ベクトルと同じである。 
（ 'ρδρ 3,13,1 ⋅= ） 
Hの特異値 3,1ρ と右特異ベクトル V*
を用い、式（３５）と式（３６）より、
３次元運動パラメータ Rと t0と nを
求める。 
画像 2枚から、「解の現実性」を使っても、
四組の解から二つにまで絞ることができ
るが、それ以上区別することが不可能であ
る。これは「解の曖昧性」という問題であ
る。この問題はホモグラフィ分解法による
３次元運動パラメータ推定において生じ
る固有の問題として、受け入れられている。 
しかし、最近「運動前後の二枚の画像で
も、場合によっては解の曖昧性避けること
ができる」手法を提案している研究も報告
されている 6)。 
 
・まとめ 
本稿はホモグラフィ行列の算出から、ホ
モグラフィ分解法のアルゴリズムと「解の
曖昧性」という問題点まで、ホモグラフィ
分解法による3次元運動パラメータの推定
手法を解説した。今後、ホモグラフィ分解
法の改善と、より高速・高精度の３次元運
動パラメータ推定法の開発が期待されて
いる。 
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●リード文 
空間中で運動している物体の 3次元運動パラメータは、回転行列 R、平行移動ベクトル
tで表すことができる。物体が運動する前後に撮影した二枚の画像から、運動パラメータ
を推定する問題に対して様々な手法が提案されている。平面物体の場合、ホモグラフィ分
解法は計算コストが低く、推定精度が高いため、線形推定手法の代表として現在よく使わ
れている。本稿では、ホモグラフィ行列の算出から、ホモグラフィ分解法のアルゴリズム
と、付随する問題点までを網羅した 3次元運動パラメータの推定手法を解説する。 
 
●アブストラクト 
空間中で運動している平面物体の 3次元運動パラメータを、運動前後の二枚の画像から
推定するホモグラフィ分解法について解説する。本稿では、ホモグラフィ行列の算出から、
ホモグラフィ分解法のアルゴリズムと、付随する問題点までを網羅した 3次元運動パラメ
ータの推定手法を解説する。 
 
キーワード             内  容 
特徴点 
(Feature Point) 
画像処理的に特徴となる点を言う。このような点を求めるには濃淡
画像を微分して濃度が急激に変化する点などを求める。そのような
目的によく使われるツールに、OPENCV ライブラリの中の
cvGoodFeaturesToTrackや SIFT、SURFなどがある。 
回転行列 
(Rotation Matrix) 
x軸、y軸、z軸周りの回転角をそれぞれα、β、γとすると、回転
行列 Rは次のように計算できる。 








−
+−+
++−
=
βαβαβ
γβαγαγβαγαγβ
γβαγαγβαγαγβ
coscoscossinsin
sinsincoscossinsinsinsincoscossincos
cossincossinsincossinsinsincoscoscos
R  
直交行列 
(Orthogonal Matrix) 
n × n の行列Mの転置行列をMtと表すと、MtM = MMt = I を満た
すような正方行列のことである。ただし、Iは n次の単位行列。 
法線ベクトル 
(Normal Vector) 
2次元では曲線の接線に垂直なベクトル、3次元では曲面の接平面に
垂直なベクトルを言う。 
固有方程式 
(Eigen Equation) 
有限次元線形空間上の線形変換 Aに対して、 xAx λ= を満たす零で
ないベクトル xとスカラーλが存在するとき、xを Aの「固有ベクト
ル」、λを Aの「固有値」と呼ぶ。 
式 xAx λ= 、あるいは式 ( ) 0=− xAIλ を「固有方程式」と呼ぶ。I
は単位行列である。 
特異値分解 
(Singular Value 
Decomposition ；
SVD) 
Mを m行 n列の行列とする。このとき、 tVUM Σ= という分解が
存在する。 
行列 Vは、Mの入力の基底となる、n行 n列の正規直交行列を表す。 
行列 Uは、Mの出力の基底となる、m行 m列の正規直交行列を表す。 
行列 Σは m行 n列で対角成分以外は零で、対角成分は非負の対角行
列を表す。この分解を「特異値分解」と呼ぶ。 
ベクトルの内積 
(Inner Product) 
２つのベクトル ( )321 ,, aaa=a 、 ( )321 ,, bbb=b のなす角を θ とする
と、ベクトル aと bの内積 ba ⋅ を次の式で定義する。故に、内積の
結果はスカラーである。 
θcosbaba ⋅=⋅  
332211 bababa ++=⋅ba  
ベクトルの外積 
(Exterior Product) 
２つのベクトル ( )321 ,, aaa=a 、 ( )321 ,, bbb=b に対して、外積 ba×
を次の式で定義する。外積の結果はベクトルである。 
( )tbabababababa 122131132332 ,, −−−=×ba  
 
